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Gegeven zljn k onafhankell jke steekproeven van
kK stochastische grootheden:
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X1, xqu,...,xq,nﬂhvan de grootheld x, 5

X5 4 KXo presesXy o Van de grootheld x,,
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xqu, xk,E""’Xk,nk van de grootheid;ﬁk.

De ultgebreidheden van de steekproeven zijn dus

'nq,ng,...,nk;'de eerste index van de waarneming ST
geef't aan, uit welke steekproef deze waarneming afkom-
sTig 1s, terwijl de tweede 1ndex het nummer der waar-
neming blnnen die steekproef aangeeft.

De hypothese H die wij wensen te toetsen, luildt

O.’
dat de waarnemingen van dezelfde stochastische groot-

heid afkomstig zi jn.

Anders ultgedrukt: HO houdt in, dat de stochastische

grootheden‘gc_.,},_}_c_eg...,_}gJrc onderling onafhankelil jk ver-
deeld zijn en alle dezelfde waarschijnli jkhelidsverde-
ling bezitten.

Om HO te Toetsen kunnen we gebrulk maken van de vol-

gende twee toetsingsmethoden.

1. De H-toets.
De berekening van de toetslingsgrootheid H, welke
bl1J de toets gebrulkt wordt, geschiedt op de wvolgende
wijze (zie KRUSKAL en WALLIS [1] en [2], RIJKOORT [3]
en TERPSTRA [4]).
Alle waarnemingen worden naar opklimmende grootte
gerangschikt en vervolgens van een rangnummer voor-
zien. Indien alle waarnemingen verschillend zijn, zijn
+...11

dit de rangnummers ‘1 tot en met n = n_+n In-

dlen € waarnemingen gellJk aan elkaarjzi?n, worgt aan

elk der t waarnemingen eenzelfde rangnummer toegekend.

Dit rangnummer is dan geliJk aan het gemiddelde der

rangnummers, welke de waarnemingen gekregen zouden

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orl&ntatie en
streeft nlet naar volledigheld of volledige exact-
heid. ‘ * , 1,

2) Stochastische grootheden worden door onderstreepte

letfers aangeduld.



hebben, indien ze alle verschillend w
Voorbeeld:
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rangnummers: 1, 2, 3, 43, b4s,

Steltnu.ﬁd de som van de rangnummers in de i~

verschillend, dan wordt de toetsingsgrootheid H gede-

Komen onder alle n waarnemingen tezamen r groepen van
gell jken voor, waarblj de eerste groep uilt t1 waar-
nemingen bestaat, de tweede groep ult te*waarnemingen
etc., dan wordt bovenstaande ultdrukking voor H ze-

deeld door de factopr

= [1..{(t,..1)t.,(-t,+1)+ .

Indien alle waarnemingen verschillend zijn 18 N = 1.
In het algemeen geldt dus:

Voor het geval van twee steekproeven (k = 2) is
H gelljk aan de genormeerde toetsingsgrootheld van
WILCOXON [6] voor twee steekproeven. De H-toets kan
dus beschouwd worden als een generallisatie van de
toets van WILCOXON. '

Beschouwen wij nu de verzameling van alle bl

het experiment mogeli jke ultkomsten, dan bezit H ovp
deze verzameling een waarschijnli jkheldsverdeling.
Indien de hypothese HO’ inhoudende dat alle waarne-
mingen ult dezelfde verdeling afkomstlg zljn, Julst
is, dan bezit H voor grote waarden van N,sTny coes Dy
bi]J benadering een :Kgmverdeling met k-1 vrijheids-
graden.
Indien de hypothese H, nlet vervuld is, bezlt H ge-
middeld grotere waarden, dan indien H'wel vervuld is.
De hypothese H, wordt daarom verworpen, lndlen de
uit de steekproef bepaalde waarde van H groter 1s dan
een krltieke was cegeven wordt door




Hierin is &« de voorafgekozen onbetrouwbaarheidsdrem-
pel: indien de gevonden waarde H groter 1is dan H,

wordt de hypothese HO verworpen met een onbetrouw-
baarheid o .

Dc-waarde H, kan gemakkelijk bepaald worden uit ta-
bellen en nomogrammen van de :xfmverdeling, evenals

de overschrijdingskans van de gevonden waarde H,
welke gedefinieerd wordt door:

PlH2 H|H.]=P[X} .2 HIH, ]

Een benadering voor kleine steekproeven.

Indien de steekproeven niet voldoende groot zijn,
wordt de exacte verdeling van H nlet meer goed bena-
derd door de f&?wverdeling.

Voor het geval van 3 steekproeven met nizé 5 (1=1,2,3)
zljn de kritleke waarden van H, corresponderende met
de onbetrouwbaarheden o = 0,10, 0,05 en 0,01, exact
berekend (zie [2] en [3]). ‘

Aan de hand van deze ultkomsten is aangetoond, dat de
exacte verdeling van H voor kleine steekproeven zeer
goed benaderd wordt door de F-verdeling. Deze verde-
1ling wordt gekarakteriseerd door 2 grootheden v1 en
Y,, de zgn. aantallen graden van vrijheid (zie b.v.
[5]).

De uit de steeproefwaarden te berekenen grootheid b
wordt dan gegeven door

F - H(M_k+1)
o (k-1 )(M-H)

b

waarilin

k
ns.... ; n;_B

n(n+1)

Verder worden v, éen Y, gegeven door

1
v, = 2(k-1) (ko) (M_ok+1) U
’ M2
S3@!
= 2(M~k+1)m—m~mm(k“1)(M“k+1)",\f = m.-__mM"k+1 . VYoo,
’ MAJT K _1 t
waarin

A= 2k1) 2| ak? 6k +n(2k%6k+1)] _é > o1

s5nin+1) S tat N

De kritieke waarden voor F en de overschrijdingskans

van de gevonden waarde F kunnen worden bepaald ult



tabellen en nomogrammen van de F-verdeling. Grote

waarden van F leiden tot verwerplng van Ho .

2. De Tz-toets.

De blj deze toets gebrulkte toetsingsgrootheid
_’J:_.‘_g wordt als volgt berekend (TERPSTRA [4]).
Evenals blj de H-toets, worden allereerst alle waar-
nemlngen naar opklimmende grootte gerangschikt (voor
gelljke waarnemingen geldt hetzelfde als onder 1), en
wordt voor ledere steekproef de som der rangnummers
{Ei (1 = 1,2,...,k) bepaald.
Bovendien wordt nog leder tweetal van steekproeven
onderling vergeleken. Dit gaat het gemakkelijkst door
eerst de steekproeven.willekeurig fe nummeren.
De hi-en jg-steekproef (h & j) worden dan vergeleken
door de nh-i-nj waarnemingen ult de twee steekproeven
naar opklimmende grootte te rangschikken en van een
rangnummer te voorzien (voor gelijke waarnemingen
geldt weer hetzelfde als onder 1). Voor de h= steek-

proef wordt vervolgens de som der rangnummers bepaald,
welk aantal we R (3) noemen.

De toetsingsgrootheld T2

AR

wordt dan gedeflnieerd door

~ 2
T2= 12 Z l:"‘:h’i — o
- h(j nhnj
~ Q)
waarin L__Ji-h’j = -..R..h - nh(nh+nj+1) :'
d,=R -
en Ui =R _Lni(n+1) . )

De toetsingsgrootheid@? kan ook geschreven worden

als .

Tz*:: 12 Z ..__.._._J.."L"Lh" ~nH

2 : L
h(J nhnj
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3) De groothedeﬁ.Ui en.Uh 3 staan in verband met de
s
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toetsingsgrootheid U van WILCOXON [6], zoals ze

gedefinleerd is door MANN en WHITNEY [7]. Beschou-
wen we 2 steekproeven van de ultgebreldheden n en
m, dan is U het aantal keren, dat een waarneming
ult de tweede steekproef klelner 1s dan eam waarne-
ming uit de eerste steekproef (het zgn. aantal in-

N N'

versies) en is U = U - sznm. De grootheden U, en

Uh 3 hebben betrekking op de 1© steekproef en de
~h, -

overige steekproeven tezamen, resp. OpD de h— en

S

de jg steekproef.



waarin H gegeven wordt door de teller van de algemene
uitdrukking onder 1°.

Voor het geval van 2 steekproeven (k = 2) 1is T2 gelljk

S

aan de genormeerde toetsingsgrootheid U van WILCOXON
[6] voor 2 steekproeven.

Indien de hypothese.ﬂo, lnhoudende dat alle
waarnemingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn,

Julst 1s, bezit de toetsingsgrootheld T2 voor grote

Y

waarden vannq,n.,...,nk bl]J benadering een 7&2~ver“
gkwﬂi

deling met K vril jheidsgraden.

Indien HO niet vervuld is, bezitlgg gemiddeld grotere

waarden dan onder HO'

De hypothese HO wordt daarom verworpen 1indlen de ge-

*vgnden*waarde T2 groter 1s dan een kritieke waarde
T > welke gegeven wordt door

PIT*2 T IHo)= PL X e 2 T2 Hol= ..
2 |

De onbetrouwbaarheid wvan de ultspraak 1s dan geli jk
aan o .

De overschri jdingskans van de gevonden waarde T2 wordt
gegeven 4door

P[ Iz*a'* Tleo} = p[z&zktkn) = Tzl Ho] *
2.

Opmerkingen

1°. Uit het voorgaande blijkt, dat de T°-toets bewer-
kelijker is dan de H-toets. Dit zal 1n vele ge-
vallen echter geen bezwaar zlJjn, daar de sztoets
eventueel bestaande verschillen tussen de k sTeek-
proeven vermoedeli jk scherper aantoont dan de H-
toets, d.w.2. dat hiJ een groter onderscheidend
vermogen bezilt.

o%. Dat de grootheidwg? voor grofte waarden van N, s
nz,o..,nk biJ benadering een.)&ngerdeling bezit,
is strikt genomen alleen bewezen voor het geval,
dat alle waarnemingen verschillend zijn. Indien
echter niet te veel gelijken voorkomen, kan boven-
staande methode zonder bezwaar toegepast worden.

Be, Fen onderzoek naar de aard van de verdeling van

' ;2? voor kleine steekproeven is nog gaande. Ver-
moedell jk zal, evenals blj de H-toets, de exacte

verdeling wvan T2 goed benaderd kunnen worden met

behulp van de F-verdeling.



3. Voorbeeld van de H-toets en d
Gegeven zijn de volgende ‘°

de ulitgebreidheid 10.

246 9 13 16 20 23
- 8 10 12 14 15
6 3 10 12 14
> 7 8 10 12
5 *

7 10 14 17 21
T2 4 5 7
1 2 3 4 5

33 36
16 18
14 16
11 12

27 31 3% 39 43
10

192 18 22 25
1 2 3 4

7

26

De steekproeven zijn op de in paragraaf 1 en 2 gege-
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213 16 18

8 10 12 15

353: 44 4446
10 12 46

32 37 4042 45 krh8 950

ven wljzen van verschillende rangnummers voorzien.

Uit het schema vinden we:




en

We vinden dus

H=_14& 37719,90 ~ 3x51 = 177,51 183 z 24,51

50 x 51

en
T2 = 12 x 106:,55 —~ 0 x 24.51 = 53,10.

De grootheden H en T2 bezitten onder de hypothese Ho

Y .

blj benadering i&?-verdelingen met resp. 5-1 = 4 en

-éw%mﬁ~m 10 graden van vrljheild.
Voor de berekende waarden van H en T

een ?Kéwtabel of nomogram overschrljdingskansen, welke

belde kleiner zijn dan 1.40“u.

De steekproeven zijn dus volgens belde toetsingsme-
thoden duidelijk systematisch verschlllend en HO moet

verworpen worden.

2 vinden we 1n
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